
Mathématiques CE-2006-2a

ÉPREUVE N̊ 2

Durée : 2 heures – Coefficient 4

MATHÉMATIQUES

L ’usa g e d es ca lcula trices est a utorisé.

Les parties I, II, III et IV sont indépendantes.

Les résultats non justifiés par des explications mathématiques précises seront sans valeur.

Les candidats seront jug és sur l’arg umentation.

-I-

O n consid è re la fonction num ériq ue f d e la v a ria b le réelle x d éfi nie p a r :

f(x) = ln
(

ex + 3e−x
)

ln est la fonction log a rithm e nép érien et on notera Cf la courb e rép résenta tiv e d e f d a ns le p la n P m uni d ’un

rep è re orthonorm é
(

O;~i,~j
)

.

1 . (a ) Déterm iner l’ensem b le d e d éfi nition Df d e la fonction f.

(b ) J ustifi er la d ériv a b ilité d e f sur son ensem b le d e d éfi nition, p uis ca lculer sa d ériv ée.

(c) Déterm iner les v a ria tions d e f sur son ensem b le d e d éfi nition.

(d ) Cf p ossè d e-t-elle d es ta ng entes horizonta les ?
S i oui, d éterm iner leur(s) éq ua tion(s).

2. (a ) M ontrer q ue p our tout x a p p a rtena nt à Df on a :

f(x) = x + ln
(

1 + 3e−2 x
)

(b ) E n d éd uire la lim ite d e f(x) en +∞.

(c) M ontrer q ue la d roite D, d ’éq ua tion y = x, est a sy m p tote à la courb e Cf en +∞.

3 . (a ) M ontrer q ue p our tout x a p p a rtena nt à Df on a :

f(x) = −x + ln
(

3 + e2 x
)

(b ) E n d éd uire la lim ite d e f(x) en −∞.

(c) M ontrer q ue la d roite D ′, d ’éq ua tion y = −x + ln(3), est a sy m p tote à la courb e Cf en −∞.

4. T ra cer la courb e rep résenta tiv e Cf d e la fonction f.
O n p rend ra soin d e p la cer la (les) ta ng ente(s) horizonta le(s) et les a sy m p totes à la courb e Cf a v a nt
d ’eff ectuer le tra cé.
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5. (a) Montrer que pour tout a > 0 on a : ∫a

0

e−2t dt <
1

2

(b) Montrer que pour tout réel s > 0 on a :

ln(1 + s) < s

(c) En déduire que pour tout a > 0 on a :

∫a

0

ln
(

1 + 3e−2t
)

dt <
3

2

(d) Soit a un réel strictement positif.
Q ue peut-on dire de l’aire A(a) du domaine délimité par la courbe Cf, la droite D, l’ax e des
ordonnées et la droite d’équation x = a ?

-II-

On considère les deux intégrales suivantes :

I =

∫ π

3

0

cos2(t)dt et J =

∫ π

3

0

sin2(t)dt

Déterminer I et J en utilisant leur somme et leur différence.

-III-

La « petite-rose » est une maladie qui sévit au B arbour. La probabilité d’en être atteint est égale à 0 ,0 0 1.
U n unique test de dépistage ex iste et permet de détecter 8 0 % des personnes atteintes mais désigne également
à tort comme malade 0 ,0 2 % des personnes dépistées.
U n unique traitement ex iste.
U ne personne atteinte et non traitée a une chance sur deux de survivre et une personne atteinte et traitée
neuf chances sur dix . Le traitement est mortel pour 1 % des personnes traitées et non atteintes.

1. Q uelle est la probabilité pour un habitant du B arbour de décéder de la « petite-rose » si aucun dépistage
n’est pratiqué et aucun traitement proposé.

2. Le gouvernement décide un dépistage systématique et impose le traitement à toutes les personnes
déclarées atteintes.
Q uelle est, dans ce cas, la probabilité qu’un habitant du B arbour décède de sa maladie ou du traitement ?
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-IV-

Un dé à six faces est composé de trois faces blanches, deux faces marquées d’une étoile et une face marquée
d’un jok er. Ce dé est équilibré.
On lance le dé et on observe le résultat obtenu sur la face supérieure.
Si la face est marquée du jok er, on gagne 20e et le jeu s’arrête.
Si la face est marquée d’une étoile, on gagne 10e et le jeu s’arrête.
Si la face est blanche, on relance le dé une fois et on observe à nouveau le résultat :
On gagne 100e et le jeu s’arrête si on obtient un jok er, on perd 50e et le jeu s’arrête si on obtient une étoile
et le jeu s’arrête si on obtient à nouveau une face blanche.

On note X la variable aléatoire donnant le gain ou la perte du joueur.

1. Déterminer la loi de probabilité de X.

2. Calculer l’espérance mathématique de X.

3. Calculer l’écart-type de X.

3


